
計測自動制御学会論文集
Vol.40, No.2, 1/10（2004）

力覚インタラクションのための多面体の接触体積に基づく

実時間剛体運動シミュレーション
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Real-time Rigid Body Simulation for haptic interactions based on contact volume of polygonal objects

Shoichi Hasegawa∗, Nobuaki Fujii∗, Katsuhito Akahane∗,
Yasuharu Koike∗ and Makoto Sato∗

This paper proposes a new method for real-time rigid body simulations for haptic interfaces based on contact

volume. Analytical methods for calculations of contact forces take too much time to keep fast update rates of

haptic controls. In addition, they prohibit direct connection of haptic interfaces.

Penalty methods, which employ spring-damper model for calculations of contact force, are very fast per iter-

ations. In addition, they permit direct connection of haptic interfaces. Therefore penalty methods are good for

haptic interactions. However, previous penalty methods do not regard distribution of contact forces over contact

area. They can’t calculate normal and friction forces on face-face contacts correctly.

We suppose distributed spring-damper model on contact area to solve these problems. We analyze three di-

mensional shape of intersection part on polyhedral objects. Then, we integrate forces and torques of distributed

spring-damper models.

We implement proposed simulator and compare it with point-based penalty method. It showed that only

proposed simulator can simulate face-face contact and friction forces correctly. In addition, we connect a 6 DOF

haptic interface to the simulator. Users can feel 6 DOF force feedback and input 6 DOF motion.

Key Words: physics based modeling, 6 DOF haptic rendering, friction force, penalty method, contact analysis,

real-time simulation

1. はじめに

1. 1 背景

計算機の発達により，計算機内に 3 次元物体モデルを構

築して利用することが広く行われている．視覚聴覚に加え，

物に触れたときに手に加わる力の感覚 (=力覚)を提示する

ことで，物体モデルの直接操作を実現するシステムが作ら

れている．また，物体モデルの運動を物理法則に基づいてシ

ミュレートし，現実感のある動きを生成する物理ベースモデ

リングが行われている．両者を組み合わせることで，高い現

実感を持つ物体モデルを力覚を感じながら直接操作するこ

とができる．

しかし，従来のシステムには，並進力にトルクを加えた 6

自由度の力覚提示ができない，6自由度力覚提示はできるが

摩擦の提示ができない，物理シミュレーションの更新が遅く
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力覚インタフェースからの入力に対する物体運動の反応に

遅れがあり，動力学特性の正確な力覚提示ができないといっ

た問題があり，用途が限定されたり，力覚提示の現実感が乏

しかったりした．

本研究では，新しい剛体運動シミュレーション手法を提案

してこれらの問題を解決することで，摩擦力を含めた 6 自

由度力覚を伴った直接操作環境を構築する．このような環境

は，エンタテインメント，アート，評価，訓練，設計，など

さまざまな分野で応用が期待されている．

1. 2 本研究が解決する課題

本研究は次の課題の解決し，直接操作環境のための実時間

剛体運動シミュレーションを実現する．

シミュレーション更新の高速性と計算量の安定性

力覚提示を行うためには，制御を高い更新周期 (300Hz～

1kHz以上) で行う必要がある 1)．また，力覚インタラクショ

ンでは，オフライン用途と違い，シミュレーションの更新に

必要な計算時間が制御周期を超えることがあると，安定な力

覚提示ができず問題となる．

TR 0002/104/4002–0001 c© 2003 SICE



2 T. SICE Vol.40 No.2 February 2004

力覚インタフェースの直接的な接続

従来の物理シミュレータは力覚インタフェースを直接接続

できないため，バーチャルカップリング 2) などのモデルが

必要となり，提示感覚やシステムの自由度が制約されてい

た．(2. 2, 3. 2節参照)

摩擦力と摩擦トルクの正確な提示

摩擦力は，物体間の接触部分全体に発生する力だが，従来

の実時間運動シミュレータは摩擦力の分布を考慮していな

い．また，従来の 6 自由度力覚レンダリングは摩擦力を提

示していない．

2. 従来の研究

2. 1 接触力の計算方法

物体の運動は，物体に働く力が求まれば，運動方程式の数

値解として求まる．重力，バネによる力，動摩擦力など，場

の力や物体の位置・速度によって決まる力は簡単な計算で求

まる．しかし，抗力や静止摩擦力など複数物体の位置関係を

部分的に拘束する力（拘束力）の計算は難しい．

解析的な手法

Baraffら 3) 4) は，運動方程式と拘束条件から接触力を解

く手法を用いることを提案している．Baraff らの手法は接

触の数 nに対して o(n3)の計算時間を要する．

Mirtich と Canny 5) は衝突時に 2 物体に働く撃力によっ

て抗力を表現する手法を提案している．この手法は衝突が発

生した時刻を求め，2物体の衝突を順に処理する．この手法

は，1衝突の処理にかかる計算時間は短いが，短期間に多数

の接触が起きる場合多くのステップを処理する必要がある．

そのため，一定期間のシミュレーションに多大な計算時間を

要することがある．

以上のように，解析的な手法はシミュレーションに必要な

計算時間が大きく変動するため，力覚提示に必要な実時間性

を維持できない．

また，解析的な手法は接触力計算に運動方程式を用いる

ので，力覚ポインタ (力覚インタフェースの計算内でのモデ

ル．ユーザは力覚ポインタを介して物体モデルを操作する)

のような動力学特性が事前に決まらない物体を直接扱うこ

とができない．そのため力覚ポインタに対しては特別なモデ

ルが必要となる (2. 2節 参照)．

ペナルティ法

MooreとWilhelms 6)，McKennaと Zeltzer 7)，Kellerら
8) はペナルティ法を用いて接触力を求めている．ペナルティ

法とは，拘束を侵した物体に拘束を侵した量 (＝ペナルティ)

に応じた力を与えることで拘束違反を解消する方法である．

接触力の計算にペナルティ法を用いると，接触の数 nに対

して計算時間が o(n) となり，高速処理が可能である．また，

運動方程式と無関係に，物体の位置，速度だけから接触力を

求めることができるので，力覚ポインタを物体モデルと区別

なく扱える．

しかし従来のペナルティ法は，物体間の接触が点のみで起

こると見なしており，床の上に立方体が乗った場合など，物

体が広い領域で接触することを考慮していない．そのため，

物体が面で接触する場合などに抗力や摩擦力を正しく計算

できない．

Terzopoulosら 9) や Snyderら 10) は，物体表面に多数の

サンプル点を配置し各点の侵入量から反力を求めている．し

かし，多数のサンプル点について計算が必要なため，計算量

が非常に多く実時間では動作しない．

2. 2 6自由度力覚レンダリング

McNeely ら 12) は，力覚ポインタを点群でモデル化して

6 自由度力覚提示を行うことを提案している．また，Kim

ら 11) は，物体を多数の凸形状でモデル化し，凸形状毎の侵

入距離の加重平均から抗力を求めることで，複雑な形状の力

覚レンダリングを実現した．

しかし，これらの手法は摩擦力の提示法を提案していな

い．また，Kimらの手法は大きな面をもつ凸形状が面で接

触する場合を考慮していない．

Chang と Colgate 2) は，力覚インタフェースと物体モデ

ルをバーチャルカップリングで結合することで提示力を算出

している．この方式はバーチャルカップリングと力覚ポイン

タの質量のために操作が重くなってしまう．

Adachi ら 13), Hasegawa ら 14), Hollis ら 15) は，物理シ

ミュレータ内の物体モデルと力覚ポインタの干渉状態を簡単

な形状モデル (＝中間表現)で表現し，中間表現への侵入量

から力覚を計算する手法を提案している．この手法では，力

覚計算に対してシミュレーションを低速に行うので，物体の

運動に遅れが生じ，物体が実際より重く感じられてしまう．

3. 提案

本研究では，物体間の接触部分の形状を解析し，接触体積

に基づいて接触力計算を行うことを提案する．提案手法で

は，物体を多面体で表現し，多面体同士の接触部分の 3 次

元形状を求め，接触領域に分布バネダンパモデルを考え，発

生する力とトルクから接触力を求める．

提案手法はペナルティ法の一種だが，従来のペナルティ法

のように接触が 1 点で起こると考えず，領域で起こると考

え，接触部分の体積に基づいて接触力を計算する．

以下に提案手法の特長を説明する．

3. 1 1ステップの計算量

前節で述べたとおり，接触力を解析的に解く手法は計算量

が多い．また，接触数 nに対して，計算量が o(n3)となり，

接触数が増えた際に急激に計算量が増えるため，1ステップ

の計算量が接触数によって大きく変化する．

提案手法はペナルティ法に基づいて運動のシミュレーショ

ンを行うので，接触数 nに対して計算量が o(n)となり，接

触数が増えても計算量が急激に増えることはない．

3. 2 力覚インタフェースとの接続

一般に，力覚インタフェースで形状を提示をするために
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は，力覚ポインタの物体モデルへの侵入量に応じた力を提示

する．

提案手法はペナルティ法に基づくので，物体モデル同士の

侵入量に応じた接触力が働く．このため，任意の物体モデル

を力覚ポインタとし，物体モデルに働いた接触力を提示する

ことで，形状の提示をおこなうことができる．物体モデルを

力覚ポインタとするには，力覚インタフェースの位置・速度

を物体モデルに設定し，物体モデルに働く力を力覚インタ

フェースに出力すれば良い．

物体モデル間には 6自由度の抗力と摩擦力が働くので，こ

れにより摩擦力を含めた 6 自由度力覚レンダリングが実現

する．また，提案シミュレータは凸多面体の集合で表された

形状の物体モデルを扱えるので，さまざまな形状の力覚ポイ

ンタを作ることができる．

3. 3 接触力の計算

提案手法は接触体積に基づいて接触力を求めるため，面同

士が接触する場合でも接触力を正確に求めることができる．

これは，従来の接触が点で起こると考えるペナルティ法では

困難であった．

従来の点に基づく接触力計算の問題点と，提案する接触体

積に基づく接触力計算の利点を抗力と摩擦力について示す．

抗力

接触面には，接触面上の任意の点が互いに侵入しないとい

う拘束を満たすような力，すなわち抗力が働く．

1点または頂点や稜線の交点だけを接触点と考え，接触点

にペナルティ法のためのバネ・ダンパモデルを考えると，接

触点が生成，消滅する際に抗力が不連続に変化するため運動

が収束しない．

例えば，Kimらの手法 11) のように，最侵入点を接触点と

考えて床の上の立方体の運動をシミュレートすることを考え

る．すると，立方体の回転によって最侵入点が切り替わるた

め，接触点が生成，消滅し，抗力とその作用点が不連続に変

化する．この場合，特にトルクが急激に変化するため回転運

動が収束しない (Fig.1)．

: Deepest penetration point : Normal force

Fig. 1 Problem on normal forces

解析的な手法 3) 4) では，拘束を満たす力を解くことで抗

力を求めるため，接触点が生成，消滅した際に抗力や作用点

が急激に変化することはない．この問題は，ペナルティ法に

特有の問題だといえる．

本研究では，接触領域全体にバネダンパモデルが分布する

と考える (Fig.2)．これにより，抗力とその作用点が連続に

変化するため，運動を収束させることができる．(Fig.2)．

: Each point on contact area : Normal force

Fig. 2 Solution on normal forces

摩擦力

接触面上の微小面積に働く動摩擦力や最大静止摩擦力は，

その微小面積に働く抗力に比例する．接触面全体に働く摩擦

力はこれの総和となる．

そのため，1点または頂点や稜線の交点だけで接触が起る

と考えると，正確な摩擦力を計算できない．

例えば，摩擦力が 1 点に作用すると考えると，回転運動

に対する摩擦トルクを計算できない．Fig.3 は，摩擦力が 1

点に作用するシミュレータ上の，床の上を滑る立方体を上か

ら見た図である．

Friction force

Can’t calculate 
friction torque

Deepest penetration point

Contact area(previous step) Contact area �current step�

Fig. 3 Problem on friction forces

本研究では，接触領域全体にクーロンの摩擦モデルが分布

し，摩擦力を発生すると考える (Fig.4)．これにより，摩擦

力だけでなく，摩擦トルクも計算できる．

Friction force

Contact area(previous step) Contact area �current step�

Fig. 4 Solution for friction forces

4. 提案手法による剛体運動シミュレータ

本研究では提案手法に基づいて剛体運動シミュレータを構

築した．本節では構築したシミュレータの動作を説明する．

剛体の運動は，運動方程式 (1)，(2)によって表せる．

mv̇ = F (t) （1）

I!̇ =N(t) （2）

ここで，vは剛体の速度，!は剛体の角速度を表す．運動方

程式を数値積分することで，剛体の位置と向きを求める．

剛体間に働く力を計算するためには，接触状態を調べ，接
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触力を求める必要がある．提案するシミュレータは形状を多

面体で表現した剛体を扱う．多面体の接触状態の解析を効率

よく行うため，多面体が非凸な場合，あらかじめ凸多面体に

分割する．この凸多面体のすべての組み合わせについて対を

つくり，各対について次の処理を行い，接触力 (=抗力と摩

擦力)を求める．

1.接触判定，接触している場合のみ 2.以降を行う．

2.接触の法線と接触面を求める

3.接触体積の形状を求める

4.接触状態に応じた抗力と摩擦力を求める

以下，各ステップについて説明する．

4. 1 接触判定

凸多面体対の接触判定についていくつかの手法が提案さ

れている 16) 17) 18)．本シミュレータでは，データ構造が単

純で計算が高速なGJKアルゴリズム 16) を用いた．GJKア

ルゴリズムは，凸形状対が与えられたときに，最近傍点対も

しくは接触体積上の 1点を求める．

4. 2 接触の法線

本シミュレータでは，接触の法線 (抗力の向き)を決定す

るために，次の手続きを行う．

（ 1） 接触している凸形状対を前のステップで求めた接触

の法線の向きに離す．

（ 2） GJKアルゴリズムを用いて最近傍点対を求め，対

を結ぶ向きを接触の法線とする．

（ 3） 凸形状対の位置を (1)の前の状態に戻し，最近傍点

対の中点を含み接触の法線を法線とする面を求め，接触面

とする．

凸多面体対には，ここで求めた接触面に垂直な抗力と平行な

摩擦力が働くものとする．

4. 3 接触部分の形状の解析

Mullerと Preparata 20) は，凸多面体の共通部分の内部の

点が 1 点与えられたときに，共通部分全体を求めるアルゴ

リズムを提案している．Mullerらのアルゴリズムには，幾

何学における双対変換 (Fig.5)が用いられている．この変換

は，面 ax + by + cz = 1 を点 (a, b, c) に，点 (a, b, c) を面

ax+ by + cz = 1に写像する変換である．

���������	
����
������������	
����
������������	
����
������������	
����
���

d
d

1O O

Fig. 5 Dual transformation

以下にMullerらのアルゴリズムを示す (Fig.6参照)．

（ 1） 共通部分の内部の点を原点と考え，各凸多面体を構

成する平面を双対変換した頂点を求める．

（ 2） この点集合を含む最小の凸多面体 (凸包)を求める．

（ 3） 2. で求めた凸多面体を双対変換し，共通部分の形

状を求める．

これにより，接触体積の形状 (頂点と面)が求められる．本

シミュレータでは，QuickHull 21) 22)を用いて，Mullerらの

アルゴリズムを実装し，共通部分の形状を求めた．なお，3

の手続きに必要な共通部分の内部の点には，GJKアルゴリ

ズムによる接触判定で求まる共有点を用いる．

Dual transform

Vertex of 
intersection

Half space
representation

Dual transform

Two convex polyhedrons
and a point in common part

Fig. 6 Common part of two convex polyhedrons

4. 4 接触力計算の準備

剛体上の任意の作用点に働く力は，原点を作用点とする力

とトルクで表現することができる．本シミュレータでは接触

面上の各点に働く抗力と摩擦力を原点に作用点とする力と

トルクに分けて積分し，剛体全体に加わる力とトルクを求

める．

接触面上の任意の点 p を作用点とする力 f は，次のよう

な原点に働く力 fp とトルク mp を発生させる．

fp = f （3）

mp = p × f （4）

この fp と mp の総和が剛体全体に働く力とトルクとなる．

2つの凸多面体の共通部分は凸多面体になるので，接触部

分は凸多面体になる．そこで，接触部分の凸多面体を構成

する 3角形について，各 3角形ごとに力とトルクを積分し，

全 3 角形について総和することで剛体全体に働く力とトル

クを求める．

接触部分には，接触面に垂直な抗力と平行な摩擦力が働く

と考える．本節では計算の準備として，接触面と 3 角形に

ついての表記を示す．

接触体積の凸多面体を構成する 3角形に対して，

i:頂点の番号 (1,2,3)．

p:接触面上の点．

n:接触面の法線ベクトル．

pi:接触面上に射影した 3角形の頂点．
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hp1hp2

contact planep1

p3

p2

A triangle of the
convex polyhedron

hp3

dp
p

Fig. 7 Triangular decomposition for spring model

p:3頂点の重心 ((p1 + p2 + p3)/3)．

hp:接触面と凸多面体の面上の点との距離．

h:3頂点の接触面との距離の平均 ((hp1 + hp2 + hp3)/3)．

vp:pでの 2つの剛体の相対速度．

vN
p :vp の接触面に垂直な成分 ((vp · n)n)．

vT
p :vp の接触面に平行な成分 (vp − (vp · n)n)．

v:3頂点での相対速度の平均 ((vp1 + vp2 + vp3)/3)．

S:3角形の面積 (‖(p2 − p1)× (p3 − p1)‖/2)．
f N :抗力．

f D:動摩擦力．

f S :静止摩擦力．

f M :最大静止摩擦力．

f ˜s :バネモデルによる力．(f Ns :バネモデルが発生する抗力)

f ˜d :ダンパモデルによる力．

f ˜
p :pに働く力．バネモデルによる力とダンパモデルによ

る力の和 (f ˜s
p + f ˜d

p )になる．

m˜
p:点 pに働く力 f ˜

p によるトルク (p × f ˜
p )．

f ˜
tri:3角形に働く力．

と表記する (Fig.7)．相対速度 vi は，接触している 2 剛体

a, bの速度 va, vb 角速度 !a, !b,重心位置 ca, cbに対して，

vi = (vb + !b × (pi − cb))

−(va + !a × (pi − ca)) （5）

で与えられる．

4. 5 抗力の計算

接触領域上にバネダンパモデルが分布している考え，モデ

ルが発生する力を抗力とする．バネが発生する力は，各点で

の 2 物体の侵入量に比例し，ダンパが発生する力は各点で

の 2物体の相対速度の法線成分 vN
p に比例する．

バネモデルによる抗力

抗力のバネモデルは侵入量に比例した力を発生させる．点

pのバネモデルが発生する抗力 f Ns
p とそのトルクmNs

p は，

侵入量を dp，バネ定数を kN とすると，

f Ns
p = kNdpn （6）

mNs
p = kN p × dpn （7）

となる．

dp を接触面の表側と裏側に分割すると，侵入量を 3角形

ごとに積分することができる．3角形上のバネモデルによる

抗力 fNs
tri とそのトルクmNs

tri は，

fNs
tri = kN

∫ 1

s=0

∫ 1−s

t=0

((1− s − t)hp1 + shp2 + thp3)

(p2 − p1)× (p3 − p1)dtds

= kNShn （8）

mNs
tri = kN

∫ 1

s=0

∫ 1−s

t=0

((1− s − t)p1 + sp2 + tp3)

×(((1− s − t)hp1 + shp2 + thp3)

(p2 − p1)× (p3 − p1))dtds

= kNS(hp+
1

12
((hp1 − h)(p1 − p)

+(hp2 − h)(p2 − p)

+(hp3 − h)(p3 − p)))× n （9）

となる．

ダンパモデルによる抗力

ダンパは，接触面内の各点の相対速度の法線成分に比例し

た力を発生する．点 pのダンパモデルが発生する力 f Nd
p と

トルクmNd
p は，ダンパ定数を bN とすると，

f Nd
p = bN vN

p （10）

mNd
p = bN p × vN

p （11）

となる．バネモデルの時と同様に各 3 角形について積分し

たいが，物体が回転している場合，各点の相対速度 vN
p と

pの座標との関係が非線形になり，解析的な積分が難しい．

そこでまず，3 角形の頂点の相対速度 (vn
p1

, vn
p2

, vn
p3
) を求

め，これを線形補間したもので 3 角形上の点の相対速度を

近似する．これにより，3角形上のダンパモデルが発生する

力 fNd
tri とトルクmNd

tri は，

fNd
tri = bN

∫ 1

0

∫ 1−s

0

((1− s − t)vN
p1
+ svN

p2
+ tvN

p3
)

‖(p2 − p1)× (p3 − p1)‖dtds

= bNSvN （12）

mNd
tri = bN

∫ 1

s=0

∫ 1−s

t=0

((1− s − t)p1 + sp2 + tp3)

×(((1− s − t)vp1 + svp2 + tvp3) · n

‖(p2 − p1)× (p3 − p1)‖)dtds

= bNS(p × vN +
1

12
((p1 − p)× (vN

p1
− vN )

(p2 − p)× (vN
p2

− vN )

+(p3 − p)× (vN
p3

− vN ))) （13）

と近似できる．

4. 6 摩擦力の計算

提案シミュレータでは摩擦力のモデルとして，クーロンの

摩擦モデルを用いる．クーロンの摩擦モデルは，物体の状態

を運動状態と静止状態に分ける．静止状態の物体の接触点

pには，物体を静止させるために必要な拘束力 (静止摩擦力

fS
p ) が働く．静止摩擦力の大きさが最大静止摩擦力 fM

p を

超えると，物体は動き始め運動状態となる．運動状態の物体

には，接触点の相対速度の接触面に平行な成分 vT
p の向きに

動摩擦力 fD
p が働く．抗力を fN

p とすると，最大静止摩擦力
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は，fM
p = µ0‖f N

p ‖，動摩擦力は f D
p = µ‖f N

p ‖(vT
p /‖vT

p ‖)
となる．

提案シミュレータでは，接触面上の微小面積に発生する摩

擦力がクーロンの摩擦モデルで表されるものとし，発生した

摩擦力の総和が剛体に作用すると考える．

動摩擦力

接触面上の点 p での動摩擦力 fD
p は，次の式で表せる．

f D
p = µ‖f N

p ‖(vT
p /‖vT

p ‖) （14）

この式を接触体積の凸多面体を構成する 3 角形毎に積分す

ることで，剛体に働く動摩擦力を求めることができるが，

この式の解析的な積分は難しい．そこで，ダンパによる

抗力を求めたときと同様に，3 角形の頂点に働く動摩擦力

(f D
p1

, f D
p2

, f D
p3
) の補間で近似すると，各 3角形に働く動摩

擦力 f D
tri とそのトルクmD

tri は，

fD
tri =

∫ 1

0

∫ 1−s

0

((1− s − t)f D
p1
+ sf D

p2
+ tf D

p3
)

‖(p2 − p1)× (p3 − p1)‖dtds

= Sf （15）

mD
tri =

∫ 1

0

∫ 1−s

0

((1− s − t)p1 + sp2 + tp3)

×((1− s − t)f D
p1
+ sf D

p2
+ tf D

p3
)

‖(p2 − p1)× (p3 − p1)‖dtds

= Sp × f +
S

12
((p1 − p)× f D

p1

+(p2 − p)× f D
p2
+ (p3 − p)× f D

p3
) （16）

となる．

静止摩擦力

静止摩擦力は抗力と同じく拘束力である．提案シミュレー

タでは，抗力の場合と同様に直接拘束を満たす力を解くこと

を避け，ペナルティ法を用いて求める．提案シミュレータで

は，接触面上の各点にバネダンパモデルを考える．バネの両

端は，各々の剛体に固定する．これにより，剛体が変位する

とバネダンパが伸び復元力が働くようになる．静止摩擦力

は，この復元力で与えられるものとする．

点 pの静止摩擦力のバネモデルが発生する力 f Ss
p とその

トルクmSs
p は，点 p のバネモデルの伸びを lp，バネ係数

を kS とすると，

f Ss
p = −kSlp （17）

mSs
p = −p × kSlp （18）

で与えられる．

剛体の変位は，並進と回転で表すことができるので，並進

r と原点周りの回転 „ で表わす．点 p のバネモデルの伸び

lp は，

lp = r + „ × p （19）

と表せる．

以上から，接触領域の各 3角形に働く摩擦力 f Ss
tri とその

トルクmSs
tri は，

f Ss
tri =

∫ 1

0

∫ 1−s

0

−kS(r + „ × ((1− s − t)p1 +

sp2 + tp3))‖(p2 − p1)× (p3 − p1)‖dtds

= −kS(r + „ × p)S （20）

mSs
tri =

∫ 1

0

∫ 1−s

0

−kS((1− s − t)p1 + sp2

+tp3)× (r + „ ×
((1− s − t)p1 + sp2 + tp3))

‖(p2 − p1)× (p3 − p1)‖dtds

= −kS(r × p+ „
1

6
(p2

1 + p2
2 + p2

3

+p1p2 + p2p3 + p3p1)S （21）

となり，接触領域 C に働くバネモデルによる摩擦力 f Ss と

そのトルクmSs は，

f Ss = −kS(
∑

tri∈C

rS + „ ×
∑

tri∈C

pS) （22）

mSs = −kS(r ×
∑

tri∈C

Sp+ „
1

6

∑
tri∈C

(p2
1 + p2

2 + p2
3

+p1p2 + p2p3 + p3p1)S （23）

となる．

接触面上の点 pのダンパモデルが発生する力 f Sd
p とトル

クmSd
p は，bS をダンパ定数とすると，

f Sd
p = −bSvT

p （24）

mSd
p = −p × bSvT

p （25）

となる．vT
p は，

vT
p = vT + !T × p （26）

(vT : 相対速度の接触面に平行な成分

!T : 相対角速度の接触面に平行な成分)

と表せるので，接触領域 C に働くダンパモデルによる摩擦

力 f Sd とそのトルクmSd は，

f Sd = −bS(
∑

tri∈C

vT S + !T ×
∑

tri∈C

pS) （27）

mSd = −bS(vT ×
∑

tri∈C

Sp+ !T 1

6

∑
tri∈C

(p2
1 + p2

2 + p2
3

+p1p2 + p2p3 + p3p1)S （28）

となる．

最大静止摩擦力

接触領域に働く最大静止摩擦力は，接触領域上に分布させ

たクーロンの摩擦モデルの最大静止摩擦力の和だと考える．

接触領域上の点に働く摩擦力 f S
p = f Ss

p +f Sd
p は Eq.(17)

Eq.(24) から求まるので，各点での静止摩擦力の向き，

f S
p /‖f S

p ‖は r, „, v, ! から計算できる．

最大静止摩擦力は摩擦係数と摩擦力の向きが異なるほか

は，動摩擦力と同じ式で与えられるので，点 p での最大静



計測自動制御学会論文集 第 40 巻 第 2 号 2004 年 2 月 7

止摩擦力 f M
p は，Eq.(14)の vT

p /‖vT
p ‖ を f S

p /‖f S
p ‖，µ を

µ0 に置き変えたものになる．3角形に働く最大静止摩擦力

f M
tri とそのトルクmM

tri も，Eq.(15),Eq.(16) の fD
p を fS

p

で置き換えた式で近似できる．

状態の遷移と摩擦力の計算

各ステップに剛体に働く摩擦力を求めるためには，静止状

態・運動状態の遷移を考慮しつつ，バネダンパモデルが発生

する摩擦力を求める必要がある．Fig.8に，状態と遷移条件，

各状態でのバネモデルの伸び r, „ を示す． シミュレーショ

No contact Static friction Dynamic friction

0:
0:

=
=

θ

r
θθθ

rrr
∆+=
∆+=

:
:

DSDS mmff
θr

== ,
 assuch  �,set 

separate

separate contact∧A

contact∧B
contact∧B

contact∧Acontact

separate

|||||||||||||||| MSMS mmff >∨>A:
|||||||||||||||| DSDS mmff <∧<B:

Fig. 8 State transition for friction

ン１ステップの更新手順は以下のようになる．

（ 1） 2剛体がはじめて接触したときに，剛体の変位 r, „

を 0にする．また初期状態は静止状態とする．

（ 2） 静止状態では，2剛体の相対変位∆r,∆„を r, „ に

加算し，静止摩擦力 fS , mS を求める．

（ 3） 静止摩擦力の大きさが動摩擦力 fD, mD より小さ

ければ静止状態に，最大静止摩擦力 fM , fM よりも大き

ければ運動状態に状態遷移する．

（ 4） 静止状態で，静止摩擦の大きさ ‖f S‖, ‖mS‖ が，
最大静止摩擦の大きさ ‖f M‖, ‖mM‖を超えていた場合，
f S = f D, mS = mD を満たすように r, „ を変更する．

f S = f Ss + f Sd , mS = mSs + mSd なので，r, „ は，

Eq.(22) Eq.(23) Eq.(27) Eq.(28) から求まる．

（ 5） 静止状態では静止摩擦力 f S , mS，運動状態では動

摩擦力 f D, mD を摩擦力とする．

となる．

5. 評価

提案シミュレータが従来手法の問題点を解決していること

を確かめるために 2つの実験を行った．また，提案手法の実

用性を確かめるために，2つのシミュレーションを行った．

5. 1 実験に用いるシミュレータ

評価実験では提案シミュレータと，Baraff 3) 4) などが提

案する拘束を解く方式のシミュレータ，従来の点に基づくペ

ナルティ法によるシミュレータを比較した．拘束を解く方式

のシミュレータとしては，Open Dynamics Engine 23) を用

いた．また，点に基づくシミュレータとしては，提案シミュ

レータから接触部分の形状の解析部分を削除し，最侵入点

に侵入距離に比例した反力を加えるようにしたものを使用

した．

5. 2 実験 1

提案手法が，拘束を解く方式に比べて高速で，力覚提示に

向いていることを確認するために，計算時間を比較した．

方法

3 つのシミュレータで Fig.9 のように積み上げられたブ

ロックをシミュレートし，ブロックの数と 1 ステップの計

算時間の平均の関係を調べた．1ステップのシミュレータ内

での時間は 5ms，重力加速度を 9.8m/s2，ブロックの大き

さを 1m× 1m× 2m，質量を 1kgとした．シミュレーショ

ンは，Intel Pentium 3 1.0GHzCPUを 1個搭載した PCで

行った．

Fig. 9 Examples of the simulated scene for evaluation; three,

six, 13 blocks.

結果

Fig.10 に，ブロックの数と 1 ステップの計算時間の関係

を示す．拘束を解析する Open Dynamics Engineでは，ブ

ロックの数が増えるにつれて，急激に計算時間が増加する

が，提案シミュレータと点に基づくシミュレータでは，ほぼ

線形に計算時間が増加する．

点に基づくペナルティ法は，提案法の半分程度の計算時

間になっている．しかし，点に基づくペナルティ法はシミュ

レーションが不安定になる．たとえば 13個のブロックを積

んだ場合，シミュレーション開始後 1.8秒でブロックが崩れ

てしまう．
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Fig. 10 Comparison of computation time.

以上から，特にブロック数がある程度多くなったときに

は，ペナルティ法の方が 1ステップのシミュレーションに必

要な計算時間が短く，接触点数の増加に対する計算時間の増
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加が緩やかなので，力覚提示に向いていることが分かる．ま

た，提案法は従来の点に基づくペナルティ法よりも計算量が

多いが，計算量が物体数に比例するという特長は失われてい

ないことが分かる．

5. 3 実験 2

シミュレーションの安定性を評価するため，3つのシミュ

レータで立方体を床に落としたときの運動のシミュレーショ

ンを以下の条件で行い，このときの立方体の Z軸まわりの

角運動量を計測した (Fig.11)．

•立方体の 1辺の長さは 2m，質量は 1kgとする．
•初期位置は床から 1m上方で，0.1rad傾いている．
•シミュレーションの時間刻みは 10msとする．
•提案手法と点に基づくペナルティ法では，バネ定数は
1000N/m, ダンパ定数は 50Ns/m とする．

Measure the angular momentum

2m�2m�2m
gravity:9.8m/s

0.1rad

Fig. 11 Simulated scene

結果

提案手法と拘束を解く方法では，立方体は床に着地した

のち静止した．しかし，点に基づくペナルティ法では，立方

体は床に着地したのち振動を続けた．Fig.12 に，立方体の

角運動量をシミュレーション開始から 2秒間について示す．

提案手法と拘束を解く方法では 0.7秒付近で収束するが，最

侵入点を作用点とする手法では，さらに時刻が進んでも角運

動量の振動は収まらなかった． 以上から，提案シミュレー
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Fig. 12 Angular momentum of the cube around the Z-axis

タが第 3 節で述べた振動の問題を解決できることが確かめ

られた．

5. 4 シミュレーション例１:直接操作環境

提案シミュレータと力覚インタフェースを用いて，直接操

作環境を構築できることを確かめた．実験には力覚インタ

フェース SPIDAR 24) を用いて，6個の積み木と立方体の力

覚ポインタからなる直接操作環境を構築した．

その結果，積み木を動かすなどの直接操作を直感的に行え

ることが確認できた．Fig.13に積み木を崩す様子を示す．

0.0sec

1.0sec

200ms

2.0sec

0.5sec

1.5sec

2.5sec

3.0sec

3.5sec

Pointer

Fig. 13 Interaction with haptic interface

5. 5 シミュレーション例２：分布摩擦力の効果

提案シミュレータは摩擦力の分布を考慮している．この効

果を確かめるため，摩擦力の分布を考慮せず，作用点だけに

摩擦力が働くシミュレータと，摩擦力の分布を考慮したシ

ミュレータでコマの運動のシミュレーションを行った．

提案シミュレータでは，コマが先端を支点に回転している

状態から，床の上を転がり静止するまでを特別な処理を行

うことなくシミュレートできたが，分布を考慮しないシミュ

レータでは，回転軸の変化が不自然な上，コマが倒れたあと

も静止せずに床の上を回り続けた．Fig.14にシミュレーショ

ンの様子を示す．

6. おわりに

本研究では，力覚提示のための応答性を得るために，ペナ

ルティ法を用いて剛体運動シミュレータを構築した．この中

で，従来のペナルティ法では接触が点で起きると見なしてい

るため，抗力と摩擦力が正しく計算できないという問題点が

あることを指摘し，接触体積の形状を求め，接触領域全体に

働く抗力と摩擦力を解析的に積分する手法を提案した．

評価実験を行い次のことを確認した．

•提案手法が力覚提示に必要な応答性を持ち，解析的な手
法に比べて 1ステップの計算量が少ないこと．
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Fig. 14 Comparison on the motions of spinning tops

•従来の点ベースのペナルティ法ではできなかった，面接
触の安定なシミュレーションができること．

•正確な摩擦力のシミュレーションが行えること．
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